Aplicaciones de las derivadas

Ejercicio n®1.-

3x2-

Dadalafuncién f(x)=e® ", escribelaecuaciénde surectatangente enelpunto de

abscisa Xy = -1.

Ejercicio n°® 2.-

. . X -2
Obténlaecuaciondelarectatangentealacurvay = 1 enelpunto decorteconel
X +

eje de absisas.

Ejercicio n° 3.-

Halla la ecuacion de la recta tangente a la curva f (x) =2x%-3x + 1, que es paralelaalarecta 2x + 3y -1 =
0.

Ejercicion®4.-

Escribe las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva f (x) =4x®—2x +1 que son paralelas alarecta y
=10x + 2.

Ejercicio n° 5.-

Hallalaecuaciéndelarectatangente alacurvay =vx°? —-3x +6 en x, =—2.

Ejercicio n°6.-
Estudia los intervalos de crecimiento y los maximos y minimos de la funcién:

4x —12
oy

Ejercicio n° 7.-

Halla los intervalos de crecimiento y los maximos y minimos de la funcién:
X% —2X+2
fx)= X —2X*2
x -1

Ejercicio n° 8.-

Estudia el crecimiento y la curvatura de la siguiente funcién. Halla sus maximos, minimos y puntos de
inflexion:



Ejercicio n°®9.-
Halla los maximos, minimos y puntos de inflexién de la funcion:
f(X)=(x-2)2(x+1)

Di donde es creciente, decreciente, céncava y convexa.

Ejercicio n° 10-
Considera la funcion:
f(X)=2x3+9x2+12x + 1
a) Estudia su crecimiento y halla sus maximos y minimos.

b) Estudia su curvaturay obtén sus puntos de inflexion.

Ejercicio n°® 11-

La hipotenusa de un tridngulo rectangulo mide 1 dm. Hacemos girar el tridngulo alrededor de uno de sus
catetos. Determina la longitud de los catetos de forma que el cono engendrado de esta forma tenga
volumen méximo.

Ejercicio n° 12-

La produccioén de cierta hortaliza en un invernadero (Q(x) en kg) depende de latemperatura (x en °C)
segun la expresion: Q(x) = (X + 1)? (32 — x)

a) Calcularazonadamente cudl es la temperatura éptima a mantener en el invernadero.

b) ¢Qué produccién de hortaliza se obtendria?

Ejercicio n° 13-

Un depésito abierto de latdn con base cuadrada y capacidad para 4 000 litros, ¢qué dimensiones debe
tener para que su fabricacion sealo mas econ6mica posible?

Ejercicio n° 14-

Un heladero ha comprobado que, a un precio de 50 céntimos de euro la unidad, vende una media de 200
helados diarios. Por cada céntimo que aumenta el precio, vende dos helados menos al dia. Si el coste por
unidad es de 40 céntimos, ¢a qué precio de venta es maximo el beneficio diario que obtiene el heladero?
¢Cual seréa ese beneficio?

Ejercicio n° 15-

Una huerta tiene actualmente 24 arboles, que producen 600 frutos cada uno. Se calcula que, por cada arbol
adicional plantado, la produccion de cada arbol disminuye en 15 frutos. ¢ Cuél debe ser el niUmero total de
arboles que debe tener la huerta para que la produccién sea maxima? ¢Cudl serd esa produccion?



Soluciones Aplicaciones de las derivadas

Ejercicion®1.-

3x2-

Dadalafuncién f(x)=e® =, escribelaecuaciénde surectatangente en el punto de

abscisa Xy = -1.

Solucion:

e Ordenada en el punto:
f(-1)=1

e Pendiente de la recta:
f'(x)=e¥>"3. 6x
f(-1)=-6

e Ecuacion de la recta tangente:

y=1-6xx+1) — y=-6x-5

Ejercicio n® 2.-

. - X -2
Obténlaecuaciondelarectatangentealacurvay = 1 enelpunto decorteconel
X +

eje de absisas.

Solucién:
e Punto de corte con el eje X:

X_
X+1

0

y - x-2=0 - x=2 — Punto (2,0)

¢ Pendiente de la recta:

. X+1-(x-2) x+1-x+2 3
(X +1)? (x+1?  (x+D?

e Ecuacién de la recta tangente:

1 1 2
y_g(x—Z) - Y—EX—E



Ejercicio n® 3.-

Halla la ecuacién de la recta tangente a la curva f (x) = 2x2-3x + 1, que es paralela alarecta 2x + 3y -1 =
0.

Solucioén:

_ =2x+1

e Siesparalelaalarecta 2x+3y-1=0 — , tendré la misma pendiente:

y:?

f'(x):4x—3:%2 - 4x:Z — x:l

w
=
N

e Ordenada en el punto:

f A ]
12) 72

e Ecuacion de la recta tangente:

y=2_2(y_ 1) 5 y=224,23
72 3 12

Ejercicio n°4.-
Escribe las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva f (x) =4x®—2x +1 que son paralelas alarecta y
=10x + 2.
Solucién:
e Sison paralelas a larecta y = 10x + 2, tienen la misma pendiente; es decir, ha de ser:
f'(x)=10

f(x)=12x2-2=10 — 12x*=12 — x’=1 — {X =1
x=1
e Ordenadas en los puntos:
f(-1)=-1; f(1)=3
e Ecuaciones de las rectas tangentes:

- En x=-1 - y=-1+10(x+1) — y=10x+9

- Enx=1 » y=3+10(x-1) > y=10x-7



Ejercicio n° 5.-

Hallalaecuaciéndelarectatangente alacurvay =vx? -3x +6 en x, =—2.

Solucioén:

e Ordenada en el punto:

y(-2)=116=4
e Pendiente de la recta:
" 1 (2x-3)= X8
2Ux2-3x+6 24Ux%2 -3x+6
-7
(o)==l
y'(-2) 5

e Ecuacién de la recta:

7 -7 9
y_4—§(x+2) - y_?x+z

Ejercicio n°6.-
Estudia los intervalos de crecimiento y los maximos y minimos de la funcién:
f(X)Z 4x —13
(x-2)
Solucioén:
e Dominio=R-{2}

e Derivada:

f'(x)= 4(x-2)* ~(4x-12) - 2(x-2) _ (x-2) [4(x-2)-2(4x-12)] _
= (X_2)4 = (X_2)4 =

_ 4x-8-8x+24 -4x+16
(x-2)* (x-2)°

f')=0 > -4x+16=0 —» x=4

e Signo de f'(x):

J1<0 L f1>0 | f1<0
N 2 7 4\

f (X) es creciente en (—x, 2) U (4, +o); es decreciente en (2, 4). Tiene un maximo en (4, 1).
Ejercicio n®7.-

Halla los intervalos de crecimiento y los méximos y minimos de la funcién:

2
f(X)_ X )—(2_X1+2



Solucién:
e Dominio =R - {1}

e Derivada:

()= (2x-2) (x=1)-(x* —2x+2) _2x* —2x—2x+2-x*+2x-2 _x*-2x
) (x-1f ) (x-1f (x-1f

f'(x)=0 - x>-2x=0 — x(x-2)=0 {iio

e Signo de f' (x).

[0 'S0 <0 [0
0 o~ 1~ 2 7

f(X) es creciente en (-, 0) U (2, +0); es decreciente en (0, 1) U (1, 2). Tiene un maximo en (0, —=2) y un
minimo en (2, 2).

Ejercicio n° 8.-

Estudia el crecimiento y la curvatura de la siguiente funcién. Halla sus maximos, minimos y puntos de
inflexién:

( )—X——X——x2+1
12 9
Solucioén:
e Derivada:
x®  x2
f'(X)=—-—-2x
(x)=F -3
o) |
x3-x?2-6x x{x*-x-6
f'ix)=0 = =0
(x) 3 3 ) 141+ 24
X2 -Xx—-6=0 x =¥ et
2
{X:O
Xx=3
e Signo de f' (x):
S50 [0 <0 [0
~=2 7 0 ~ 37

f (X) es decreciente en (—x, -2) U (0, 3); es creciente en (-2, 0) U (3, +o0). Tiene un minimo

en (—2, _?7) y otro en [3, _Tﬂj Tiene un méximo en (O, 1).



e Segunda derivada:

2X
f” — 2___2
-2

f'(x)=0 — 3x*-2x-6=0

(224472 2476 {x:—llz

6 6 X =179

e Signo de " (x):

f‘u >0 . fu <0 ‘ f/r >0

N\ —1112 ™ 1,‘79 Ny

f (X) es decreciente en (—w; —-1,12) U (1,79; +x); es convexa en (-1,12; 1,79). Tiene dos puntos de inflexion:

(-1,12; 0,03) y (1,79, -1,99)

Ejercicio n®9.-
Halla los méximos, minimos y puntos de inflexién de la funcién:
f(X)=(x=-2)2(x+1)

Di dénde es creciente, decreciente, cdncava y convexa.

Solucién:
e Derivada:
f'X)=2(x-2) X+ +(x-22=x-2)[2(x+1)+x-2]=

=(X-2) (2X+2+x—-2)=3x (X — 2) = 3x? - 6X

f(x)=0 - 3x(x-2)=0 — {X

e Signo de f'(x):

[>0 [0 [>0
0 NN 2 7

f(X) es creciente en (-, 0) U (2, +0); es decreciente en (0, 2). Tiene un maximo en (0, 4) y un minimo en (2,
0).

e Segunda derivada:
f'"X)=6x-6
f'"x)=0 > 6x-6=0 —> x=1

¢ Signo de f"(x):

./‘u<0 -/'u>0
_
I N N

f(X) esconvexaen (-, 1); es concava en (1, +«). Tiene un punto de inflexion en (1, 2).



Ejercicio n°10-
Considera la funcion:
f(X)=2x3+9x% + 12x + 1
a) Estudia su crecimiento y halla sus maximos y minimos.

b) Estudia su curvatura y obtén sus puntos de inflexién.

Solucioén:
a) f'(xX)=6x2+18x +12
f')=0 —> 6(x2+3x+2)=0

—3£79-8 _-3+1 {X:—l

2 2 X=-2

e Signo de f'(x):

20 <0 [0
2 N -1 7

f(X) es creciente en (-, —2) U (-1, +0); es decreciente en (-2, —1). Tiene un maximo en
(-2, —=3) yun minimo en (-1, —4).

b) f"(x)=12x+ 18

f'(x)=0 - 12x+18=0 — x-_18_23
12 2

e Signo de f"(x):

_f”<0 _f”>0
B

-3 . -3 .
f(x) esconvexaen —o0, —~|; esconcavaen | —=, +w . Tieneunpuntode

. . -3 -7
inflexioren | —, — |.
2 2

Ejercicio n® 11-

La hipotenusa de un triangulo rectangulo mide 1 dm. Hacemos girar el triAngulo alrededor de uno de sus
catetos. Determina la longitud de los catetos de forma que el cono engendrado de esta forma tenga
volumen maximo.

Solucién:

Sillamamos x e y a las longitudes de cada uno de los catetos, sabemos que:
X+y2=1 - y?=1-X%°

1 dm

El volumen del cono es:




Buscamos x para que el volumen sea maximo:
T
V'== (1-3x?
" -3
. 2 2 1 1 . )
V'=0 »> 1-3x"=0 —> X =3 - x=\/; (laraiz negativano vale)
Veamos que es un maximo:
w_ T o 1 1 -
v =§(—6x), v (\/;J<O - en x=\/; hay un méaximo (v(0)=V(1)=0)

Por tanto, el maximo se alcanza cuando los catetos miden:

X = \E = g ~ 0,58 dm (el que seralaaltura del cono)

y:\/zzﬁzO,SZ dm
3 3

Ejercicio n° 12-

La produccion de cierta hortaliza en un invernadero (Q(x) en kg) depende de la temperatura (x en °C)
segun la expresion: Q(x) = (x + 1)? (32 — x)

a) Calcularazonadamente cudl es la temperatura éptima a mantener en el invernadero.

b) ¢Qué produccién de hortaliza se obtendria?

Solucién:
a) Buscamos el maximo de la funcion Q(x):
Q) =2X+1)(32-x)+(X+1)2(-1)=(x+1)[2(32 - x) — (x + 1)] =
= (x+1)[64 - 2X — x — 1] = (X + 1) (63 — 3x)

X+1=0 —» x=-1
Q'(x)=0 -

63-3x=0 —» x=21
Q"x)=(63-3x)+(x+1):(-3)=63-3x—3x—3=-6x+60
Q"(-1)=66>0 — en x=-1 hay un minimo.
Q"(21)=-66<0 — en x=21 hay un minimo.
Por tanto, la temperatura ha de ser de 21 °C.

b) La produccion en este caso seria de:

Q(21) = 5324 kg



Ejercicio n° 13-

Un depésito abierto de latdn con base cuadrada y capacidad para 4 000 litros, ¢qué dimensiones debe
tener para que su fabricacion sea lo mas econdmica posible?

Solucioén:

X

Llamamos x al lado de la base e y a la altura del depdsito. Asi, el volumen es:

4000

XZ

V =x?y =4000dm® — y-=

La superficie total del depdsito (recordemos que esta abierto) sera:

4000 , 16000 ,

A=4xy +x* =4x - ——+x* = +x%; x>0
X X

Buscamos x paraque A sea minima:

3
A —16?00 L ox = —1600(2)+ 2X
X X

A=0 - -16000+2x*=0 — 2x*=16000 —

X3=16000=8000 — Xx=3/8000=20dm

Veamos que es un minimo:

32000

X3

A= +2, A"(20)>0 — en x=20 hayminimo

Por tanto, el lado de la base debe medir x =20 dm vy la altura, y =10 dm.

Ejercicio n° 14-

Un heladero ha comprobado que, a un precio de 50 céntimos de euro la unidad, vende una media de 200
helados diarios. Por cada céntimo que aumenta el precio, vende dos helados menos al dia. Si el coste por
unidad es de 40 céntimos, ¢a qué precio de venta es maximo el beneficio diario que obtiene el heladero?
¢Cual seré ese beneficio?

Solucién:

Llamamos x al nimero de céntimos en los que aumenta el precio. Asi, cada helado costara 50 + x céntimos; y
vendera 200 — 2x helados diarios.
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Por tanto, por la venta de los helados obtendra unos ingresos:

I (x) = (50 + x) (200 — 2x)
Pero tiene unos gastos de: G (x) = (200 — 2x) - 40
Luego, el beneficio sera de:

B(X)=1(x)-G (x) =(50 + x) (200 — 2x) — (200 — 2x) - 40 = (200 — 2x) (50 + x — 40) =

= (200 — 2x) (X + 10) = —2x2 + 180x + 2000

Hallamos x para que el beneficio sea maximo:

B'(x) = -4x + 180

B'xX)=0 —» -4x+180=0 — x=45

B"(x)=-4; B"(45)<0 — en x=45 hay un maximo
Por tanto, obtendra el maximo beneficio vendiendo cada helado a 50 + 45 céntimos de euro. En este caso, el
beneficio seria de B (45) = 6050 céntimos, es decir, de 60,50 euros.
Ejercicio n® 15-
Una huerta tiene actualmente 24 arboles, que producen 600 frutos cada uno. Se calcula que, por cada arbol

adicional plantado, la produccién de cada arbol disminuye en 15 frutos. ¢Cual debe ser el nimero total de
arboles que debe tener la huerta para que la produccién sea maxima? ¢Cual sera esa producciéon?

Solucion:

Llamamos x al nUmero de arboles que se plantan. Tenemos que el nimero de frutos seria:
f (X) = (24 + X) (600 — 15x) = —15x2 + 240x +14 400

Buscamos x para que f(X) sea méaxima:
f' (x) = -30x + 240

f'(x)=0 — —30x+240=0 — x:%:S - x=8

Veamos que es un maximo:

f*"(x)=-30;f"(8)=-30<0 — en x=8 hay maximo. (Como f(x) corresponde a una parabola
invertida, en x =8 esta el maximo absoluto).

Por tanto, se deben plantar 8 arboles. Asi, habra un total de 24 + 8 = 32 arboles, que produciran 15360 frutos.
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